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SUR QUELQUES POINTS ^-^U 



DE 



LA THÉORIE DE LA CAPTURE DES COMÈTES. 

Par M. LUC PICART, 

Professeur d'Astronomie à la Faculté des Sciences de l'Université de Lille. 



La question que nous nous proposons d'étudier est la suivante : 

Est-il possible qu'un astre, de masse très petite, qui, primiti- 
vement, ne fait pas partie du sjstème solaire, reste dans ce sys- 
tème lorsque son mouvement l'y introduit ? 

Nous exceptons, bien entendu, le cas où cet astre tomberait sur 
le Soleil ou l'une des planètes. 

A cause des faibles masses des planètes, on peut négliger, au 
moins dans un premier essai, leurs attractions sur le corps étran- 
ger, sauf dans le cas où celui-ci est très voisin de l'une d'elles, de 
sorte que le problème se décompose en deux : 

I® Est-il possible qu'un corps, étranger d'abord au système 
solaire, devienne le satellite d'une planète ? 

2" Si, par l'action d'une planète telle que Jupiter, un corps tel 
qu'une comète suit une orbite elliptique, cette orbite ne sera pas 
parcourue indéfiniment sans que, à un instant donné, les deux 
astres soient très rapprochés l'un de l'autre; la comète sortira- 
t-elle alors du système solaire ? 

Dans tout ce qui va suivre et qui n'est, nous le répétons, qu'un 
premier essai, nous négligerons l'excentricité de l'orbite de la 
planète. M. Callandreau a, dans ses recherches sur les comètes 
périodiques (*), montré de quelle façon on doit tenir compte de 

(') Étude sur la théorie des comètes périodiques {Annales de r Observa- 
toire de Paris, Mémoires, t. XX). — Ibid, {Annales de l'Observatoire de 
Paris, Mémoires, t. XXIII). a» v • 

Univ, de Lille, Tr. et M., t. I, i" sér. i 
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la première puissance de l'excenlricité et combien le problème 
devient alors plus compliqué. 

Nous montrons, dans la première partie de ce travail, comment 
l'intégrale de Jacobi suffit à établir que les satellites actuellement 
connus ont toujours été et resteront toujours dans le voisinage de 
la planète autour de laquelle ils se meuvent (*); une autre combi- 
naison des équations du mouvement prouve ensuite qu'un astre, 
s'approchant de la planète, ne pourra rester à une distance nota- 
blement supérieure à celle des satellites connus. 

Nous étudions ensuite la seconde question; nous reproduisons 
d'abord, avec quelques modifications et un complément qui nous 
a paru nécessaire, un Mémoire de M. Schwarzschild (^), duquel 
résulte qu'il ne peut exister un ensemble continu de trajectoires 
partant de l'extérieur du système solaire et demeurant ensuite à 
rintérieur^ ce résultat est confirmé par un examen direct, sous 
les mêmes approximations que plus haut, des circonstances dans 
lesquelles un second choc peut se produire. 

I. 

1. Considérons un corps, de masse tout à fait négligeable, que 
nous appellerons souvent une comète, attiré par le Soleil et par 
une planète d'orbite circulaire, qu'il nous arrivera de nommer 
Jupiter, 

Prenons trois axes de coordonnées ayant pour origine le centre 
de la planète, Taxe des x étant dirigé suivant le prolongement du 
rayon vecteur qui va du Soleil à la planète. Taxe des j' dans le 
sens de la vitesse de la planète, et, enfin, l'axe des z suivant une 
perpendiculaire au plan de l'orbite. 

Désignons par A*^ la constante de Gauss, par m la masse de la 
planète, par a sa distance moyenne au Soleil, et par n son moyen 
mouvement. 



(') M. Hiil avait déjà fait cette dcmonslration pour la Lune [liesearches in 
the lunar theory {American Journal of Mathematics, vol. I. 1878)]; dans le 
tome CVII des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, M. Poincaré a 
montré que les satellites de Mars ne peuvent avoir été, à Torigine, de petites 
planètes. 

(') Astronomische Nachrichten, n«» 3361, Bd. 141. 
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Les équations du mouvemenl soot (') 

d^z ,„ z k^ 

dt^ /'3 p3 

où l'on a posé 

Ces équations admettent l'intégrale de Jacohi. 

(2) __. = __^-__H _.[(^ + a)2-f-72] + /l, . 

V étant la vitesse relative de la comète par rapport au système 
d'axes considéré, et h une constante; on sait, d'ailleurs, depuis 
les recherches de M. Poincaré, qu'il n'existe pas d'autre intégrale 
uniforme. 

2. Cette intégrale suffît à montrer, au degré d'approximation 
où nous nous plaçons, que les satellites connus actuellement ont, 
dès l'origine, été très voisins des planètes, et qu'ils resteront 
indéfiniment dans leur voisinage. 

Si, en efTet, dans l'équation (2), on considère Xj y, :; comme 

des quantités très petites vis-à-vis de a, qu'on développe - en 
série et qu'on néglige les termes du troisième ordre, on obtient 



- z= («2-1- 7.ax H- /-î) 2 = -{- 



a «2 2a2 ' 



d'où, en tenant compte de la relation approchée n^a^ = k'j 

(3) V2= î^^4-3/l2ar2_;i2 5Î_,_G, 



(*) Voir, par exemple, ma Thèse, Annales de l'Observatoire de Bordeaux^ 
t. V; l'axe des x était alors dirigé en sens inverse de celui que nous adoptons 
maintenant; le moyen mouvement de la planète était négatif; c'est pour cette 
raison qu'il nous parait préférable de choisir le sens actuel. 
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OÙ Ton a posé 

L'interprétation de cette constante G est immédiate : si Taction 
du Soleil venait brusquement à être supprimée, l'astre décrirait, 
autour de la planète, une section conique; les axes gardant alors 
des directions fixes dans l'espace, les équations du mouvement 
s'écriraient 

dt^ 7-3 ' dt^ /'3 de^ r^ ' 

et admettraient l'intégrale des forces vives 

r 

la constante G étant la même que la précédente, si nous suppo- 
sons que rien n'est changé pour la position et la vitesse de l'astre. 
Or, il est bien CQnnu que, dans le mouvement elliptique qui aurait 

lieu alors, la constante G est égale à > a étant le demi-grand 

axe de l'orbite décrite; si le mouvement était hyperbolique, on 

aurait G = » a étant le demi-axe transverse de l'hvperbole. 

Lorsque la surface ayant pour équation 

(4) h 3/12^:2— n2^2 = o 

/• a 

contient une nappe fermée entourant l'origine et restant à son 
voisinage, on peut affirmer qu'un corps, placé à l'intérieur de 
cette nappe fermée, y restera indéfiniment; et inversement que 
si, à une époque donnée, le corps est place à l'intérieur de cette 
nappe, il y a été à une époque antérieure quelconque, au moins 
depuis qu'existe l'état actuel des corps attirants. 

En effet, comme l'a, pour la première fois, remarqué M. Hill, 
le second membre de l'équation (3) est nécessairement positif^ 
or, sauf le cas où la nappe considérée de la surface (4) aurait des 
points singuliers, le premier membre de son équation change de 
signe quand on traverse la surface. 

Une discussion simple, que l'on trouvera, par exemple, dans le 
Tome IV de la Mécanique céleste, de Tisserand (Ghap. XVI), 
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monlre que, lorsque l'on a 

la surface (4) a une nappe fermée voisine de l'origine et entou- 
rant cette origine, sans avoir de poinis singuliers. 

Un calcul facile permet, par conséquent, de s'assurer que les 
satellites connus maintenant sont dans les conditions précédentes. 
Les résultats de ce calcul sont contenus dans le Tableau suivant : 



logAr^m. logn. *«~V sTTT^' ^* 



Terre 10,9600288 ^,î>,35o82i o,oo33635 0,0025715 

Mars 11,9807128 3,9612359 0,0024169 0,0001679 

Jupiter 7,45ii333 3,i6r4326 0,118376 o,oi25833 

Saturne 8,9234374 4,7663986 o,i44783 0,0237976 

Uranus 8,0909617 4,3ii2o63 0,163704 0,0039144 

Neptune 8,43o9563 470187198 o,3i26i6 '0,0023916 

Nous avons pris (Oppolzer, Orbites des comètes et des pla- 
nètes) 

logA2= 4,4711629. 

C'est de V Annuaire du Bureau des Longitudes pour 1908 
que sont tirées les valeurs de m et de /z, ces dernières étant ré- 
duites en longueurs sur le cercle trigonomélrique. 

La dernière colonne contient les demi-grands axes des orbites 
des satellites les plus éloignés de chaque planète; nous avons con- 
verti, pour les obtenir, en longueurs, les angles donnés par la 
Connaissance des Temps pour ces demi-axes vus à la distance i . 

La comparaison des deux dernières colonnes montre que la 
condition suffisante de stabilité fournie par l'intégrale de Jacobi 
est remplie pour tous les satellites connus. Pour la Lune seule- 
ment, les deux nombres a et ao sont assez voisins l'un de l'autre. 
Un satellite dont la distance moyenne à Saturne serait six fois 
celle de Japet serait encore stable. Pour les autres planètes, le 

rapport— est encore plus grand; on voit même qu'il pourrait 

exister un satellite de Neptune cent trente fois plus éloigné de la 
planète que le satellite connu; ce satellite nous paraîtrait alors 
environ quatre fois plus éloigné de la planète que Japet ne Test de 
Saturne. 
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3. Mais ce raisonnement ne peut suffire pour résoudre la ques- 
tion que nous nous sommes proposé d'étudier. S'il est établi, en 
effet, que tous les astres dont la distance moyenne à la planète, 
l'action du Soleil une fois supprimée, serait inférieure à «o» 
doivent rester à une distance très faible de la planète, il n'est 
rien démontré relativement à ceux dont la distance moyenne 
serait supérieure à ao. 

Nous devons donc chercher par une autre voie s'il n'est pas 
possible qu'un astre (de masse nulle), dont la distance moyenne 
à la planète serait supérieure à ao, si l'attraction du Soleil n'in- 
tervenait pas, reste, par suite de cette attraction, à une distance 
très faible de la planète. 

Multiplions les deux membres des équations (i) respectivement 

par x^ y, z et ajoutons membre à membre, en tenant compte de 

la formule 

d'^x d^Y d^z i rf«/-2 

nous obtenons 

D'où, en tenant compte de l'intégrale (a), 

I û?*r' / dy dx\ k^m k^ 

j 

r p 



\ k^m k^ 



fa\ ï d^^^ l dy dx\ 



/iî[(a?-ha)*-hj^*] -ha(a?-ha) ( -j — /i* j -h 2A. 



En faisant les mêmes approximations que plus haut, on trouve 
successivement 

I . . ..-^ I 3a: 3 r2 i5 x^ 



p' a* a* 2 a 



- ^ 1^ 

» 2 a» 



/:» . 3/1^07 3 . r* i5 x^ 

p' a 2 a* 2 a* 

aix-^a) ( — —nA = — 3/i*aa7-f- - n^x^ n^r^. 

\p3 / 2 2 

On a, d'autre part, 

2n^[(x-\-ay-i-y^] = in^ a^ -^ ^ n^ ax -h 2 n^ r^ — 2/1*^2. 
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Joignant à ces formules celle trouvée plus haut, 

X * 3 n' r* 

— = a' a' — n^a3F-\ — /i*x* > 

p 22 

et substituant dans Téquation (6), on obtiendra 

^'' 1 dt"»^ \ dt -^ dt / r 

Supposons que la distance r reste très petite; il est impossible 
que le second membre de cette équation (7) reste positif; en 
effet, sMl en était ainsi, à partir d^une certaine époque, la dé- 
rivée première —j-y qui serait croissante, deviendrait positive, et 

cette dérivée resterait ensuite positive; donc, à partir de cette 
époque, la distance de Tastre à la planète irait constammeut en 
croissant et ne pourrait rester très petite. 

4. Distinguons maintenant deux cas : 

1" ^-v- — yT^^' Le mouvement de l'astre par rapport aux 
axes mobiles est direct; Tastre ne pourra rester, par rapport à la 
surface dont l'équation est 

(8) h 6/i'x* — iri^z- = o, 

r a 

du même côté que l'origine. 

L'équation (8) est tout à fait analogue à l'équation (4)) et la 
question qui se pose, savoir si la surface (8) a une nappe fermée 
entourant l'origine, est la même que celle que nous avons résolue 
pour la surface (4); nous opérerons donc de la même façon ; les 
points de la surface (8) les plus voisins de Torigine sont ceux qui 
sont situés sur l'axe des z\ en effet, celte surface peut être consi- 
dérée comme engendrée par rinterseclion de la sphùre 

h'^ m __ I 
/• ~~ u 

et du cylindre hyperbolique 

% U 

lorsque le paramètre u varie. 
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Pour que ces deux dernières surfaces se coupent, il faut et il 
suffit que le rayon k^mu de la sphère soit plus grand que le demi- 
axe transverse de la base du cylindre; or, quand le rayon de la 
sphère est très petit, cet axe transverse est dirigé suivant la 
droite O^; alors la sphère et le cylindre ne se coupent pas. 
Lorsque u augmente, il arrive que ces deux surfaces deviennent 
tangentes; les points de contact sont alors situés sur la droite Oz, 

La distance à Torigine du point le plus rapproché de la surface 
est donc donnée par l'équation 

. ^ k>m » ^ k^i^ 
(q) iri^z^ = o. 

Cette équation en >3 a une racine positive et une seule; on a 

, A:*m -- -f- i 

dz a2 






ce qui montre que la racine positive de l'équation (9) est une 
fonction croissante de a. 

Si donc nous laissons de côté le cas où a est plus petit que 

tto =: i / r — j) cas dans lequel la stabilité est assurée, nous voyons 

que la racine positive de l'équation (9) est plus grande que celle 
de l'équation obtenue en remplaçant dans (9) a par ao, ce qui 
donne 

Or il est facile de s'assurer que la racine positive de cette équa- 
tion est plus grande que 0,97 ao. 

Sans qu'il soit besoin de pousser plus loin la discussion de la 
surface (8), nous pouvons donc conclure que, à l'intérieur d'une 
sphère de rayon o,97ao, le second membre de l'équation (7) sera 
toujours positif si a est plus grand queao. En se reportant à notre 
Tableau, on voit que cette dislance est très supérieure à celle des 
satellites connus. 

Donc un astre ne peut devenir satellite de mouvement direct 
sans que sa distance à la planète soit très notablement supérieure 
à celle des satellites connus. 
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La même conclusion subsiste pour les satellites dont Porbile 
est inclinée d'un peu plus de 90® sur l'orbite de la planète, 

comme les satellites d'Uranus ; car oc -^ — y ~di ^^^ ^^lors une 
quantité très petite. 

2** oc -j- — y ~T ^^* ^^ mouvementrelatif du satellite par rap- 
port aux axes mobiles est rétrograde. 

Nous pouvons obtenir une limite supérieure de la valeur ab- 
solue àe X ~ — y -J-; si nous' supposons en effet, comme nous 

l'avons fait précédemment, que l'action du Soleil soit brusque- 
ment supprimée, les axes cessant de tourner, le satellite décrira 
une ellipse autour de la planète, et l'on aura 

d'y dv 

p désignant le paramètre de cette ellipse, et cp l'inclinaison de 
son plan sur celui de l'orbite de la planète, cette inclinaison étant, 
dans le cas actuel, supérieure à 90°. 
On a donc 



dy dx 

dt -^ di 



Raisonnant comme plus haut, on voit que l'astre ne peut rester 
du même côté que l'origine par rapport à la surface dont l'équa- 
tion est 

(10) h ô/i^a?* — 2/1^^2 2»^ s/k^moL = o. 

r a 

Cette surface, quand a a une valeur donnée, est de forme ana- 
logue à la surface (8), et le point le plus rapproché de l'origine 
est encore celui c^ui se trouve sur O^. 
La racine positive de l'équation 

(11) in^z^ in^k^ma = o 

Z 01 

croît encore quand a augmente à partir de a©, car on a 

k^m 



k^m H — / — n yJWm 

dz^ ^\ g^ 
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et le coefficient de z dans le numérateur est positif tant que a est 

inférieur à 4/ — p, valeur plus de quatre fois supérieure à ao. 
Lorsqu'on fait a = ao, l'équation (i i) devient 

2-«'-+-99a5^ — 8iaJ =o; 

or la racine posilîve de cette équation est plus grande que jOLq; 
excepté la Lune, les satellites actuellement connus sont à une dis- 
lance bien inférieure à cette quantité. Nous avons donc la même 
conclusion que précédemment. 

Il n'y a pas lieu de se préoccuper du cas où l'expression 

a: -^ — y -jr changerait de signe durant le mouvement; dans le 

dernier cas que nous venons de traiter, nous nous sommes servi 
en effet seulement de ce fait que cette expression, considérée 
en valeur absolue, a une limite supérieure, et la même limite exis- 
terait encore, la quantité a restant une constante en vertu de 
l'intégrale de Jacobi. 

Nous nous sommes borné à l'hypothèse où l'astre décrirait une 
ellipse autour de la planète, si l'action du Soleil disparaissait; 
il est bien clair que si l'orbite était une hyperbole, l'astre s'éloi- 
gnerait a fortiori très rapidement de la planète. 



IL 

5. Il résulte de ce qui précède qu'un astre, tel qu'une comète, 
introduit dans le système solaire, ne peut devenir le satellite d'une 
planète; si l'astre ne passe pas très près d'une planète, son orbite 
ne subira pas de modifications sensibles, et il sortira du système 
solaire; c'est ce qui a lieu pour la majorité des comètes. Mais il 
est bien connu, surtout depuis les recherches de Tisserand ( *) et 
de M. Callandreau, que, par suite de son passage au voisinage 
d'une grosse planète, une comète peut devenir périodique, et 
qu'inversement, la rencontre d'une comète périodique avec la 



(') Traité de Mécanique céleste, t. IV, Chap. XII. Voir slussï Bulletin astro- 
nomique , t. V et VI. 
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sphère d'activité d'uDC planète peut faire sortir cet astre du 
système solaire. 

Or, si une comète devient périodique après une première ren- 
contre avec Jupiter, son orbite rencontrera l'orbite de Jupiter et, 
au bout d'un certain nombre de révolutions, nombre qui peut 
d'ailleurs être très grand, les deux astres se trouveront de nou- 
veau très voisins l'un de l'autre; l'orbite de la comète sera de 
nouveau modifiée; tant qu'elle demeurera elliptique, de nouveaux 
chocs se produiront. 

M. Schwarzschild a montré que finalement la comète doit sortir 
du système solaire; j'exposerai d'abord son raisonnement, dont 
l'idée fondamentale, comme il le dit lui-même, est empruntée à 
M. Poincaré. 

6. Si l'on prend pour origine le centre du Soleil, l'axe des x 
ayant même direction que plus haut, les axes des^ et des z étant 
parallèles à leurs directions précédentes respectivement, les équa- 
tions du mouvement se déduisent des équations précédentes en 
remplaçant x par x — a et s'écrivent 

I d^x dy ,. x — a [ k'^ ,\ 

dt^ dt r^ Vp* / 

, ^ ] d^y dx k^ray f k^ ,\ 

d'^z k^mz k^ 

_f- -H 2 — =0. 

dt^ r» p» 

Si nous posons 

dx _^ , ^ _ f fff _-. ' 

'di"^' dt~^' dt'"^' 

nous avons six équations différentielles du premier ordre pour 
définir les six variables x^ JK, 5, x'^ y'^ z'; si nous écrivons ces six 
équations sous la forme 

dx _^ dy _y ^__7 

^dt'^' It ~ ' dt " ' 

<^" '") ^dx' _^, df __^, d^_ ^ 

'dt "^^ dt -~ ' dt~ ' 
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nous voyons iminédialement que l'on a 

dX dY dZ dX' dY' dZ' 

Cette équation est l'équation de continuité relative au mouve- 
ment d^un fluide incompressible dans l'espace à six dimensions, 
les coordonnées d'une molécule étant ^, JK, ^, ^\y\ 5'. 

Il résulte de cette relation [ Voir Poincaré, Sur les problèmes 
des trois corps et les équations de la Dynamique (Acta mathe- 
matica, t. XIII, p. 67)] que l'intégrale 

(14) l dxdy dz dx' dy' dz\ 

étendue à un volume quelconque de l'espace à six dimensions, 
conserve une valeur constante quand x^ y, z^ x\ y' z' varient 
avec le temps suivant la loi définie par les équations (12 bis). 

Considérons la région de Tespace à six dimensions limitée par 
les deux inégalités 

R et Vo étant des quantités finies que nous nous réservons de 
choisir dans un instant. 

L'intégrale (i4) étendue à cette région sera finie; elle est d'ail- 
leurs éerale à — ^ R^V?,. 

Par suite, si Ton considère les points de l'espace à six dimen- 
sions intérieurs à un certain volume E, et si l'on suppose qu'à 
une certaine époque ce volume pénètre dans la région (î5), il ne 
pourra y rester indéfiniment. Car, en supposant tout l'espace 
rempli de fluide incompressible, dont le mouvement est défini par 
les équations (12 bis)^ les éléments du fluide qui pénétreraient 
dans l'espace primitivement occupé par le volume E arriveraient 
ensuite dans la région (i5) et resteraient indéfiniment dans cette 
région; ce qui est impossible, puisque le fluide est incompres- 
sible. 

La même conclusion subsiste si à la première des inégalités (i 5) 
nous en adjoignons deux autres exprimant que le point x^y^ z de 
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Fespace à trois dimensions est extérieur au volume du Soleil et à 
celui de Jupiter. 

Or il résulte de l'intégrale de Jacobi 

(l6) — = 1 1 (p« — <32)-h A, 

a /' p 2 ' 

qu'on peut déterminer une quantité Vo assez grande telle que, la 
valeur initiale Vq de v étant supérieure à Vo, une comète animée 
de cette vitesse initiale, et placée dans la région où l'on a 

sorte très rapidement de cette région, à moins qu'elle ne tombe 
sur le Soleil ou sur Jupiter (*). 

En eOet, si l'on suppose Vq infini, il faut que h soit aussi infini; 
la vitesse ^, d'après l'intégrale (i6), serait donc aussi infinie dans 
la région considérée; le corps s'éloignerait très rapidement de 
cette région, car sa vitesse absolue V serait aussi infinie, et son 

Y2 

accélération normale, — (c étant le rajon de courbure de la tra- 
jectoire) ne peut être infinie, puisque les forces qui agissent à 
chaque instant sont'finies; l'astre se mouvrait donc en ligne droite 
avec une vitesse infinie, et sortirait très rapidement de la région 
considérée. 

Ceci posé, choisissons par exemple, avec M. Schwarzschild,' 
R égal au double de la distance moyenne de Neptune, et appelons 
cette distance R rayon du système solaire. Si nous prenons pour 
Vo la limite précédente, nous conclurons qu'il est impossible qu'il 
existe un ensemble continu de trajectoires d'astres de masse nulle 
qui, venant de Textérieur du système solaire, restent, dans la 
suite des temps, à l'intérieur de ce système (excepté le cas où ces 
astres tomberaient sur le Soleil ou l'une des planètes). 

En effet, on peut considérer des positions et des vitesses initiales 
voisines les unes des autres correspondant aux différents points 
d'un ensemble continu de l'espace à six dimensions dont le volume 
est fini, et telles que des astres placés dans ces conditions initiales 



(') M. Scliwarzschild admet sans démonstration l'existence de la limite Vq; il 
n'u pas alors besoin de supposer nulle l'excentricité de l'orbite de Jupiter. 
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pénètrent dans le système solaire; au début du mouvement, la 
première des inégalités (i6) n'est pas satisfaite. Par suite les deux 
inégalités (i6) ne pourront subsister indéfiniment. Si la première 
a cessé d*être satisfaite à une époque donnée, Tastre est sorti du 
système solaire; si c'est la seconde, il en sortira rapidement, étant 
donné le choix que nous avons fait pour Vq. 

7. On doit toutefois éviter d'affirmer, d'après le raisonnement 
précédent, qu'une comète périodique capturée par Jupiter ne 
peut rester indéfiniment dans le système solaire, sauf dans le cas 
où elle passerait au voisinage d'une autre planète. 

Il faut, en effet, se rappeler que nous avons démontré simple- 
ment la non-existence d'un ensemble continu de trajectoires dont 
les points, d'abord extérieurs au système solaire, restent ensuite 
à l'intérieur. Il peut, par conséquent, exister néanmoins une in- 
finité de trajectoires telles que celles-ci, ces trajectoires formant 
même un ensemble parfait, analogue par exemple à l'ensemble 
des nombres commensurables. 

Il est vrai qu'une perturbation infiniment petite suffirait pour 
faire sortir l'astre du système solaire, mais, dans le cas d'une 
perturbation finie, on ne peut faire aucune affirmation générale. 

Il y a donc quelque intérêt à aborder directement la question, 
bien qu'on ne puisse la résoudre qu'en se bornant à une approxima- 
tion, qui, au fond, est assez grossière. 

8. Sans vouloir reproduire les Mémoires déjà classiques de 
Tisserand et de M. Callandreau, exposons aussi simplement que 
possible le mécanisme de la capture d'une comète périodique par 
Jupiter. 

Adoptons les notations de M. Callandreau : une comète de 
masse nulle pénètre dans la sphère d'activité de Jupiter avec une 
vitesse relative Vo par rapport à Jupiter, l'angle de cette vitesse 
avec le rayon de la sphère prolongé étant Hq. La comète décrit, 
à l'intérieur de la sphère d'activité, une section conique dont J est 
un foyer, et dont le plan contient le point J et la direction de la 
vitesse Vo. L'angle H| que fait la vitesse relative de la comète à 
sa sortie de la sphère d'activité avec le prolongement du rayon 
vecteur JMi est évidemment le supplément de Hq. Cette vitesse 
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relative à la sortie est d'ailleurs de même grandeur que la vitesse 
à l'entrée. D'autre part si le point A est le périjove de la comète, 

Fig. I. 




les droites JMo et JM|, sont symétriques par rapport à la direc- 
tion JA. 

L'angle Hq est nécessairement obtus, puisque la comète pénètre 
à l'intérieur de la sphère; la disposition que nous figurons ci- 
contre est donc la seule qui puisse se rencontrer. Soit to l'angle 
aigu formé par la direction de la vitesse Vq avec la direction JAdu 
périhélie; à l'intérieur de la sphère d'activité, la vitesse relative 
tourne, d'après ce que nous venons de dire, d'un angle égal 

à 180** — 20). 

Proposons-nous de calculer l'angle w; nous connaissons le 
rayon p de la sphère d'activité et l'angle 0o de la droite JHo avec 
une direction arbitraire 3x. Des formules bien connues (Tisse- 
rand, Méc, céL, t. I, p. 29) nous donnent, E étant l'excentricité 
de l'orbite jovicentrique, Il la longitude du périhélie, m' la masse 

de Jupiter, 

y 2 

E sin(eo — n) = ,, ^ , p sinHo cosHa, 

k^ni ^ 

Ecos(eo-n)=^psinîHo-i. 

Soit P le point de rencontre de la direction Vo avec JA; dans 
le triangle PJMq, on a 

n — 00 = i8o°— 0) — (180*— Ho) = Ho — w. 

On a donc 

VU 
E sin(ai — Ho) = ^^-^psinHo nos Ho, 

ys 

Ecos(to~.Ho)= TT-^psin^Ho— i; 
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on en déduit 

V* 

E sinw = ., *^ , p sinHn — sinHo, 

E costo = — cosHq, 
d'où 

(17) tanga)=— ^-^, -ijtangHo. 

Si, supposant p très petit, nous négligeons le déplacement Mo M , 
de l'entrée de la comète à sa sortie de la sphère d'activité; si, 
d'autre part, nous supposons qu'elle reste dans cette sphère un 
temps assez petit pour qu'on puisse négliger le déplacement de 
Jupiter, le seul effet du passage de la comète dans la sphère d'ac- 
tivité sera d'avoir fait tourner la vitesse relative de l'angle 1 80** — aco 
dans le plan qui passe par Jupiter et cette vitesse relative. 

9. Cherchons alors quel est le genre de l'orbite décrite par la 
comète avant son entrée dans la sphère d'activité ou après sa sor- 
tie. Si nous désignons par v' la vitesse de Jupiter, par Tq la vitesse 
absolue de la comèle et par a l'angle de la vitesse relative Vq avec 
la direction de v' ^ nous avons 

vl = VJ-hp'«-t-2VoP'cosa. 
On a, d'autre part, a étant le demi-grand axe de l'orbite. 



-o-j) 



Par conséquent, la grandeur de V© restant la même, si la direc- 
tion de la vitesse relative se rapproche de celle de la vitesse de 
Jupiter, le grand axe de l'orbite décrite augmente, et il est plus 
grand que celui de l'orbite primitive tant que la direction de la 
vitesse relative est comprise entre sa direction première et sa 
sj^métrique par rapport à la vitesse de Jupiter. 

Si l'orbite de la comète, avant l'entrée dans la sphère d'activité, 
est une parabole, l'orbite à la sortie sera une ellipse si l'angle de 
la vitesse relative et de la vitesse de Jupiter a augmenté, une 
hyperbole si cet angle a diminué. 

Dans ce cas, on a 



2^» 

r 



^5 = — ^ = 2^'*, 
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/•' élant le rajon de l'orbite de Jupiter, d'où 

VJ — (;'2 -f- '2 Vo p' cifea = o. 

Par conséquent, le rapport — ? doit être supérieur à y/2 — 1 . 

Il résulte de là et de la valeur généralement adoptée pour p 
depuis Laplace, 



= (/;""• 



9 = 

que le coefficient de tangHo dans la formule (17) est assez grand 
en valeur absolue. Pour Jupiter, ce nombre est au moins égal à 9. 
De plus, Laplace (Mécanique céleste, t. IV, p. 219), puis M. Cal- 
landreau ont montré qu'il y a plutôt avantage, pour la détermina- 
tion de l'orbite ultérieure, à augmenter le rayon p de la sphère 
d'activité. 

Par conséquent, si tangHo a une valeur absolue assez grande, 
tango) a une valeur encore plus grande; si l'angle Hq n'est pas 
voisin de 180®, l'angle w est voisin de 90", et la vitesse de la 
comète, à la sortie de la sphère d'activité, a sensiblement même 
direction qu'à l'entrée. 

Il faut donc, pour que le passage de l'astre au voisinage de la 
planète produise un changement appréciable de son orbite, que 
non seulement il pénètre dans la sphère d'activité, mais que l'angle 
d'incidence soit voisin de 180". Cette condition, une fois remplie, 
on retrouve la règle donnée par M. Poincaré (Les méthodes nou- 
velles de la Mécanique céleste, t. III, p. 365); en supposant 
cosHo = — I et négligeant un terme assez petit, on a 

(.8) tanga. = .^^psi„H.= ^51,S, 

expression qui varie proportionnellement au carré de la vitesse Vo 
et à la distance 8 du point J à la vitesse relative. 

10. Nous supposerons donc maintenant que la vitesse relative à 
l'entrée de la sphère d'activité est à une distance très faible du 
centre de cette sphère et, comme cas limite, nous considérerons 
celui oii Fastre tomberait directement sur Jupiter, bien que, pra- 
tiquement, ce cas soit peu intéressant^ puisque Jupiter n'est pas 
un simple point matériel. 

Univ. de Lille, Tr. et M., t. I, i" sér. .i 
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Pour voir quelles conditions sont nécessaires pour que ce cas 
limite se réalise, remarquons que Jupiter et la comète doivent être 
très voisins d'un des points de rencontre de leurs orbites (*) et 
qu'au voisinage de l'un de ces points de rencontre, on peut repré- 
senter ces orbites par des droites sur lesquelles les deux points se 
meuvent respectivement d'un mouvement uniforme, tant que la 
comète n'est pas entrée dans la sphère d'activité. 

Fig. 2. 




Soient JR et ERces deux droites. La vitesse relative du point E 
par rapport à J s'obtient en composant la vitesse absolue de ce 
point avec la vitesse de Jupiter prise en sens contraire. Pour que 
cette vitesse passe par J il faut donc que les trois côtés du 
triangle JR^ ER, JE soient proportionnels aux longueurs de p', (^o? 
Vo; par suite, il faut que les points J et E arrivent en même temps 
au point R. 

On peut raisonner de façon légèrement différente en disant : au 
voisinage du point R de rencontre des deux orbites, l'orbite rela- 
tive de l'astre par rapport au point J est, en dehors de la sphère 
d'activité, assez voisine d'une droite^ Donc la distance de sa 
vitesse relative au point i est sensiblement constante, et cette 
distance ne peut être nulle que si les deux astres arrivent en 
même temps au point R. 

Il s'ensuit de plus que, pour connaître à quelle époque un choc 
est réalisé, il suffira de calculer la distance de Jupiter à la vitesse 
relative de la comète, lorsque Jupiter repasse à un point R de ren- 
contre de son orbite avec celle de la comète ; lorsque cette distance 



(*) Nous supposons ici que les orbites se coupent effectivement, alors qu'une 
rencontre peut avoir lieu lorsque la plus courte distance des deux orbites est 
inférieure au rayon de la sphère d'activité; il est clair qu'au degré d'approxima- 
tion où nous nous plaçons il serait illusoire de tenir compte de cette plus courte 
distance. 
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sera telle que tango), calculé d'après la formule (i 8), ait une valeur 
assez petite, il y aura lieu de tenir compte de la rotation de la 
vitesse relative de la comète à l'intérieur de la sphère d'activité. 

Comme nous supposons circulaire l'orbite de Jupiter, trois cas 
de rencontres limites peuvent seuls se présenter, après un pre- 
mier choc : 

1** Les rencontres ont lieu au même point R de l'orbite de 
Jupiter, les deux orbites étant dans des plans différents ou dans le 
même plan; 

2° Les orbites, élant situées dans deux plans différents, se 
coupent en deux points P et Q et, la première rencontre ayant lieu 
en P, une autre rencontre a lieu au point Q; 

3** Les orbites, situées dans le même plan, se coupent néces- 
sairement en deux points P et Q; une première rencontre a lieu 
en P, une seconde en Q. 

Dans l'un ou l'autre de ces trois cas, la vitesse de Jupiter gar- 
dant la même grandeur, la vitesse de la comète reprend la même 
valeur, et l'angle que font les deux vitesses est le même, à la 
seconde rencontre qu'à la première. 

Ceci est encore vrai pour les rencontres au voisinage des points 
d'intersection des deux orbites. Donc, dans les rencontres siic-^ 
cesswes, la grandeur de la vitesse relative de la comète par 
rapport à Jupiter reste constante. 

Or, cette vitesse relative tourne, à chaque choc, d'un angle de 
i8o® dans le cas limite, et d'un angle inférieur à i8o® dans le cas 
général. Si le cas limite était réalisable, au bout de deux chocs, 
la comète reprendrait son orbite primitive et, par conséquent, 
sortirait du système solaire. Il en sera ainsi en général, c'est-à- 
dire que, si la comète était primitivement parabolique ou hyper- 
bolique, il est très probable que son orbite finale sera ensuite 
une hyperbole. En effet, l'angle de rotation de la vitesse relative 
variant, en général, d'un choc à l'autre, la direction de cette 
vitesse finira par être comprise dans l'angle, défini dans le § 8, 
qui correspond à des orbites hyperboliques. 

IL Examinons maintenant d'un peu plus près si des rencontres 
limites peuvent avoir lieu : 

1° Si deux rencqntres consécutives ont lieu au même point R 
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de l'orbite de Jupiter, les mojens mouvements des deux astres 
sont commensiirables; lorsque cette condition n'est pas remplie, 
on peut néanmoins trouver un intervalle de temps assez long pour 
que, au bout de cet intervalle, la longitude de la comète diffère, 
à un multiple près de 27t, d'aussi peu qu'on le veut de la longi- 
tude de Jupiter. Il peut donc toujours y avoir, si Ton néglige les 
perturbations dues à Jupiter en dehors de la sphère d'activité, une 
deuxième rencontre. 

On peut facilement imaginer une infinité de conditions dans 
lesquelles la comète ne sortira pas du système solaire : suppo- 
sons, par exemple, que le premier choc, qui rend la comète ellip- 
tique, ait lieu en dehors du cas limite, tandis que le second se 
produit dans ce cas limite; si, après ce deuxième choc, les moyens 
mouvements de la comète et de Jupiter sont commensurables, il y 
aura un troisième choc dans le cas limite; si, après ce troisième 
choc, les moyens mouvements sont encore commensurables, au 
quatrième choc, on sera encore dans le cas limite, et la comète 
décrira alors la seconde orbite 5 puis elle reprendra la troisième, 
et ainsi de suite. 

2** Si les plans des deux orbites sont différents, comme ces 
deux plans passent par le Soleil S, les deux courbes ne peuvent 
avoir deux points communs P et Q que si ces deux points sont 
symétriques Tun de l'autre par rapport à S. 

Par conséquent, le rayon r' de Torbite de Jupiter doit être égal 
au paramètre/? de l'orbite de la comète; or, le double de l'aire 
balayée par le rayon vecteur de la comète dans l'unité de temps 
est k^/p. Si donc la comète, après avoir passé à son périhélie A, 
arrivait en même temps que Jupiter au point Q, les aires des 
deux segments, elliptique et circulaire, décrits par les rayons 
vecteurs des deux astres, devraient être égales; Torbite de la 
comète serait alors circulaire. 

Mais il peut arriver que les deux corps se rencontrent après 
avoir parcouru complètement, une ou plusieurs fois, leurs orbites 
respectives. Considérons seulement le cas le plus simple, la dis- 
cussion étant analogue pour tous les autres 5 cherchons si la ren- 
contre peut avoir lieu lorsque les deux astres passent l'un et l'autre 
lu seconde fois au point Q. 
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